18. Kombinatorika a binomicka veta
18.1 Faktorial ¢isla - n!

1. Vypocitajte:
a) 210! b) 2-2t(22 (22 ) 3+(3)

a) 2401=2-1+1=3
b) 2~2!+(22)!+(2!)2=2-2-1+4!+(2~1)2 =2-2-1+4-3.2.1+2° =4+24+4=32

c) 3+3)=3-2-1+(3-2-1)=6+61=6+6-5-4-3-2-1=6+720=726

2. Vypocitajte:

| | | ]
Q) D) Q) 7 °
4 A4 A4 4.4
a) 2_87:0:54:3:2:1_g.7 6.5 1680

4 4.3.2.1

8  8.7.6.5-4.3.2.1

b) = =3
M+l 4-3:2-1+4-3:2.1 —

o & _87:654321 8765 _, o .
M4 4.3.2.1-4-3.2.1 4.3.21 —

g & 87654321 876 5=2.7.6.5=4@

4.4 4.-4.3.2.1 4



3. Zjednoduste:

215161 281+29! 7-7146-6!
a b) c) L o>
71413 30! 6-71-7-6!

2L5L60 21.5-4L6! 3) 5]

7V 7.6M443-21 7.3 B i

281+291  281(1+29) 1

b) - =
300 30-29-281 29

7-746-6! 6l(7-7+6) 55 11

T 6l6-7-7) 35 7

4. Upravte na spolo¢ného menovatel’a:

17 1 15 3 20 2
a) — 4 b) - > ) P
121 13! 151 16! 5 7 6l

1 7 13+7 20
a) 4= ==
120713 13 13

p L_15_16-15_1
15 16! 16! 16!

3 20 2 3.7.6-2042.7 1
Q) Syl .
5 71 6 7! 42



5. Krat'te a urcte podmienky pre n:

. (n+1) : (n+1) ] (n+4) (2n)
) n! ) (n—1) ) (n+2) 9 (2n-1)
n! (n—100) (n—4) (3n-2)
Vo Y (oo D n-2) " -3y

a) (n :'1)! = (" J;Il)n! =n+1,kde n>0

n! _n-(n—l).(n—Z)!_n'n_ o
(n-2y (n—2) =n-(n-1), kde n>2

b)

c) (n+1)!_(n+1)-n-(n—1)!:(n+1)'n, kde n>1

(h-1p (-2

(h-1000  (n-100p 1
(n-99¥ (n-99)-(n—-100) n-99

d) . kde n>100

0 (n+4) (n+4)-(n+3)-(

(n+2) (n+2)

42} _ (01 4)-(n+3), kde n> -2

(=4 _ (n-4) ! kde n>4

Y (h-2) " (-2)(-3)(-2F " (1-2)-(0-9)

(2n)  2n-(2n-1)

- =2n, kde n>1
2n-1)  (2n-1) =T, *en

9)(

(Bn-2) (3n-2)-(3n-3)
(3h-3) (3n-3)

h) =3n—-2,kde n>1




6. Upravte, urcte podmienky pre n:

a)l— n C)2_n2—16+n2+5+ 3
nt (n+1) (n+4)  (n+3) (n+2)
n 1 2 2n 2n+4
) =3 (n-4) Vo ) (nr2)
1 n n+l-n 1
Ve (e (neay "0
n 1 n-(n-3) 3

b) ,kde n>4

(-3) (-4y~ (-3 ~ (n-3)

n-16 n*+5 3 (n+4)-[2-(n-4)+(n*+5)+3-(n+3)] _

c)2-(n+4)!+(n+3)!+(n+2)!: (n+4)-(n+3) )
218y 5)+3.018) i nie
(n+3) _(n+3)!,kd o

2 2n 22n+4  2-(n+2)-(n+1)-2n-(n+2)-(2n+4)

D el e2p (n+2)

1O

7. Upravte, urcte podmienky pre n:

2 (n—l)!+ n! 0 (n+5)!_2 En+4)! (n+3)

3l 4(n+1) (n+3) n+2)!Jr (n+1y
(hn-1 n! (n+1p  (h+1)  on!
" “an “4(n+1) D +4'(n—1)!_(n—1)!
2) (n—1) Lo (n—1) n! 1,1

3 4n+1) 3-n-(n—1) 4-(n+1)-nt 30 4n+1)

n-1y no _ (h-1y o0 1 1
ant 4(n+1) 3-n-(n-1) 4-(h+1)-nt 3n 4(n+1)

b)(




(n+5) ,(n+4y (n+3)_
(n+3) (n+2) (n+1)

(n+5)-(n+4)-(n+3)!_2(n+4)-(n+3)-(n+2)!+(n+3)-(n+2)-(n+1)! _
(n+3) (n+2) (n+1y

=(n+5)-(n+42-(n+4)-(n+3)+(n+3)-(n+2)=2

c)

(n+1)!+ (n+1)  on! :(n+1)-n!Jr (n+1)-n-(n-1¢ 9n-(n-1y
9 n! 4(n—1)! (n—1) n! ‘ (n—1) (n—1)

8. Rozhodnite, ktoré z Cisiel A a B je vicsie:
a) A=70473 b) A=nl(n+3)
B=71472 B=(n+1+(n+2)

a) A=70473=70!(1+73-72-71)
B =714721=70L71-(1+72)=70.71-73= A> B

b) A=n4(n+3)=nt1+(n+3)-(n+2)-(n+1)]
B=(n+1+(n+2)=nt(n+1)-@L+n+2)=nn+1)-(n+3)=A>B

9. Dokazte, Ze plati:

10001003 1004!-1002!
a) > p) TS
1001+1002! 1005!-1003!

10001003 S
1001+1002!

1000+1003!  100041+1003-1002-1001) _1+1003-1002-1001
1001+10020  1000-1001-(1+1002) 1001-1003

a)




1004!-1002! <
10051003

1004-1002! _  100241004-1003-1) _  1004-1003-1
10051-1003'  1002!-1003-(1005-1004 —1) 1003-(1005-1004 1)

b)

10. a) Kolkymi nulami kon¢i ¢islo 50! ?
b) Kol'kymi nulami kon¢i ¢islo 100! ?

c¢) Kolkymi nulami kon¢i ¢islo 500! ?

11. Dokazte, zZe plati:

a) YnezZ,n>0: (n+1}-n=n-n!

b) vneZ, n>-2: (n+2(n+3p+(n+4)=(n+2}(n+4)
c) VneN, n>4: (n-2)+(n-3(n—4)=(n—4p(n-2y
d) vneN: nt(n+1)+n-(n—1)—(n—1p(n% +n)=n!

e) Vnez,n>0: (n+1)°-(n)* —[(n+1)] =0

a) vyneZ,n>0: (n+1)-n=n-n!
(n+1)-nl-nl=n-n!
n{(n+1)-1]=n-n
n-nl=n-n!
1=1

by vnezZ, n>-2: (n+2)+n+3)+(n+4)=(n+2)(n+4y
(n+2)+(n+3)-(n+2)+(n+4)-(n+3)-(n+2)=(n+ 2)-(n + 4)°
(n+ 21+ (n+3)+(n+4)-(n+3)]=(n+2)(n+4)
1+n+3+n®+7n+12=(n+4)
n? +8n+16=(n+4)
(n+4)* =(n+4)
1=1



c) vneN, n>4: (n-2p(n-3}+(n—-4)=(n-4kn-2)
(n=2)-(n=3)-(n-=4)+(n-3)-(n—4)+(n—4)=(n-4)(n-2)
(n=4}(n-2)-(n=3)+(n-3)+1]=(n—4xn-2)°
(n-2)-(n-3)+(n-3)+1=(n-2)
n?-5n+6+n-3+1=(n-2)
n?—4n+4=(n-2y

(n-2) =(n-2f

1=1

d) vneN: nk(n+1)+n-(n—1p—(n—1)(n? +n)=n!
n(n+1)+n-n-(n—1}n+1)=n!
n{(n+1)+1-(n+1)]=n!
1=1

e) vneZ, n>0: (n+1)°-(n)’ —[(n+2)f =0
(n+1)° - ()’ =[(n+1)-nf =0
(n+1)*-(n* =(n+1)*-(n* =0

0=0

12. Rieste rovnice s neznamou n € Z:
a) 5-(n+1)=(n+2)
b) (n+2)ni=24-(n+1}{n—1)
¢) (n+1)-16-(n-1p=n!
d) (n—90)+4-(n—91)=(n—89)

a) 5-(n+1)=(n+2)
5-(n+1p=(n+2)-(n+1)
5=n+2

n=3

A



b) (n+2)n!=24-(n+1}n—1)

c)

d)

13.

(n+2)-(n+1pn-(n-1)=24-(n +1p(n -1}

(n+2)-n=24

n“+2n-24=0

_—2%.[22-4.1.(-24) < 4
2-1 -6

nl,Z

n=4

(n+1)-16-(n—1p=n!
(n+1)-16-(n—1p=n!
(n+1)-n-(n-1)-16-(n-1)=n-(n-1)
(n+1)-n-16=n

n>+n-16-n=0
n’ =16

(n—90)+4-(n—91)=(n—89)
(n—90)-(n—91)+4-(n-91)= (n—89)-(n—90)-(n—91)
(n—90)+4=(n-89)-(n—90)
n—90+4=n?-179n+8010

n? —180n +8096 = 0

_ 180+ /32400 — 32384
2

1,2

92
=90+2=
88

n=92

Rieste rovnice s neznamou n € Z:
n!
(n-2)
10-17n N 4 0
(n+1) (n-1)
0) (+6p | (n=4F o g
(n+4)  (n-5)

(2n+1)  (Bn)} _ (n+1)
9 (2n) +(3n—1)!_ o T

a) 4n

b)




b)

d)

10-17n 4
(n+1) " (n-1)
10-17n 4
(h+D)-n-(-1) " (n-1)
10-17n
(n+1)-n
10-17n+4-n-(n+1)=0
4n* -13n+10=0
_13+./132-4.4.10 /2
e 2.4 _<5/4
n=2

0

+4=0

(n+6)!_n_(n—4)!= -
(nray " (aosy "t

(n+6)-(n+5)-n-(n—4)=5n+80
n?+11n+30-n?+4n=5n+80
n=>5

(2n+1)  (Bn)}  (n+1)
(2n) +(3n—1)!_ o T

2n+1+3n = ”2+1+5o

10n+2=n+1+100
9n =99
n=11




14. Rieste nerovnice s neznamou N € Z:
a) 72ni<(n+2)
b) (n+2){24+6n)<(n+4)
¢) (n+(n+2)<(n+3)
d) (n—215-(n-4y>n-(n-4)

a) 72ni< (n+2)
72nl< (n+2)-(n+1)-n!
72<(n+2)-(n+1)

0<n?+3n-70

N, = —3i\m:< 7
' 2 -10

n=7.389,...

b) (N+2)(24+6n)<(n+4)

(n+2)(24+6n)<(n+4)-(n+3)-(n+2)

24+6n<(n+4)-(n+3)

24+6n<n®+7n+12

0<n?+n-12

N = —1i\m:< 3
' 2 —4

n=345,...

¢) (n+1p+(n+2p<(n+3)

(n+1M1+n+2)<(n+3)-(n+2)-(n+1)

n+3<(n+3)-(n+2)
0<n+2

-2<n
n=-10123,...




d) ((n—2)!+5-(n—4)!2 n-(n—4)

n-2)-(n-3)-(n-4)45-(n-4)>n-(n-4)

n-2)-(n-3)+5>n
n’-6n+11>0

 6+-/36—44
2

n=-4,-3-2,-101234,...

L2 =D<0

15. Rieste nerovnice s nezndmou n € Z:

n!
Q) ——~+24>10n

(n-2)

b) a2,

a) (ni!Z)lJr 24>10n
n-(n (—nlzz(; =2} 24510n

n-(n-1)+24>10n
n>-n+14>0

+. 11—
:1—*;563[)<0

1,2

n=23456,...

b) n-

-n?+6n-7>0

_-6+36-28 _,

n
1,2 2
n=456,78,...

H
=
N
I

/\

(n+4)

C) 33—+ —-22n<46

(n+2)

n!
-3n<

(n-2)

(n+4)!+
(nrap " *




c)

d)

(N+4) oo < a6

(n+2)
(n+4)-(n+3)-(n+2)
(n+2) -
3-(n+4)-(n+3)-22n<46
3n? —n-10<0
, =li\m=< 2
b2 6 -5/3
n=-1012

3

3

o g Ay,

(n—2) (n+3)

n-(n-1)-3n<(n+4)+2
n’-5n-6<0

5i\/25+24 6
R

n=2345,6

22n

<46



18.2 Kombinacné cislo, vlastnosti kombina¢ného Cisla:

5) (3) (7)) (7
16. Nasledujice kombinacné Cisla (ZJ ( J [ J [5} vypocitajte troma

spOsobmi:

a) Vypocitajte ich podla definicie.

b) Vysledok vyhl'adajte v Pascalovom trojuholniku.
€) Vypodcitajte ich na kalkulacke.

a) Vypocitajte ich podl'a definicie.

5 | 4.3l
S S I,
2) 231 2.3 —
3 I
3) 30 1 -
7 1 .6-5!
=L=7 6 5'=7~3=21
2) 2151 2-5 -
7 I .6-5!
- T8 g3 0
5) 5121 52 —




— o O
o L — o
i ™ — ™

o
— o~ © I



17. Vypoctom overte, Ze plati:

a)

b)

SH

10
3

-G}

20

3
5
2

10

15

35

10

35

10

15

35

sz (L) )
HEEIEH BN

10
3

21

:



12) (10 10) (10 9 9 9) (9
a) = +2- + = _[+3-] [+3:] |+
5 5 4 3 5 4 3) (2
121 10! 10! 10l el 9l g a9l
= +2- +3- +3- +
5171 515 4!-6I 371 5.4l 4151 36! 217!
12-11-10-9-8_10-9-8-7-6+2 10-9-8-7 10 9-8 _4. 9-8-7- 6 9-8
5-4.3.2-1 5-4.3.2-1 4.3 21 3-2.1 4.3 21 2-1
11.9.8=3-7-6+2-10-3-7+5-3-8=9-8-7+9-4
792 =792 =792

2

10) [(10 6) (10
b) _[. L0,

4)1\6) 3(5)(3
(1 jz (1@) 10!'(10!+1_ 6!_10!)
7.4 7.31)  ek4l (6L4 3 5L 713
(11 10-9- 8) (10 9. 8) 10-9-8-7.(10-9'8-7+1_6'10'9~8j

4.3.2 32 4.3.2 4.3.2 3 32

(11-10-3)* —(10-3-4)* =10-3-7-(10-3-7+10-3-8)

(330)* - (120)° = 210-(210 + 240)
94500 = 94500

()

| | | | |
15 100 & _100 . o 5

12131 7131 3121 82l 3121
15-14-13_10-9-8 _5-4_10-9 . . 54

3.2 3.2 2 2
5.7.13-10-3-4-5.2=5.9.5+10-5-2
325 =325

: 100} .. 99
18. Kolkokrat je ¢islo M = 10 vicsie nez Cislo N = % ?

100) 1001
M (10 goL10! _ 100:9! 100
M _ -10
N (99) 991 9910l 10 —

n=

90 909!



19. Ktoré¢ z cisel K, L je vacsie?

(SOOJ (SOlJ
a) K= , L=
50 51

500 501
a) K= , L=
50 51
500 501
<
50 51

500! son

<
5014501 5114501
500! - 501-500!
50! 51-50!
501
< -
51
K<L

) K - (120} e (120}
60 61
[120} (120)
>
60 ) | 61

1

120! S 120!
60L60! 61159
120! 120!

>
60160-59! 61-6059!
i. 120! >i. 120!
60 601591 61 601591
1 1

7>7

60 61

K>L

0 K - (120

60

120
, L=
J(a

|



100
20. Ktoré z ¢isel ( ¥ J, kde k {0,1,2,3,...,100} je najvacsie?

Najvicsie je vzdy ¢Cislo v strede daného riadku Pascalovho trojuholnika.

V naSom pripade je to 101. riadok (pre n =100).Tento riadok obsahuje 101

100
¢lenov a prostredny je teda 51. Clen, t.j. ¢islo [ 50 j .

100\ 100!
50 ) 5050

21. Dokéazte a rozhodnite, pre ktoré n e N plati:

o w23 o2 (V)-()
o wale i) o3 ()

a) n® = 2(2J+Gj podmienka: n>2

=2 2!-(nn-— 2y " J_'-(nn.— 1)

2 _ s, n~(n—1)~(n—2)!+ n-(n—1)
2L(n—2) 1(n-1)

2=n-(n-1)+n

5

>

n
0=0=preneZ";n>2




p. (2n-1) _ (2n)
n{n—-1)  ntn!
,.(2n=1) _ (2n)-(2n-1)
(n —1)! n!
1 2n
> (n-1) n-(n—1)
2. 1.2
1

1
=2=prene’Z”

e
-1y )
n{(2n-1) nk(2n)

~(Bn-1¢ _ (3n)-(3n-1)
nk2n-1) n42n)-(2n-1)

d)

Nlw Nw Nw o w

§:prenez+
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|
e e P A P
o)) o) /)3
o) oo (a5

14
23. Ak viete, ze ( 5 J = 2002, urcte:
14 14
a b
14 14 14
9 14-9 5) —

14 14 141 141 14 141 1 1 2
X = = X = = X = = X=_>X=—
6 5 6!-8! 591 6-58! 5:9.8 6 9 3

14 14 3
= =2002 = =2002-—=3003
5 6 2

14
C =7
) 4
14 14 14! 141 141 14! 1 1
X = = X = = X = = X=—=>X=2
4 5 41.10! 5L91 4110-9! 5-41L91 10 5
14 14 14 1
2= =2002 = =2002-==1001
4 5 6 2 —



(3

24. Jednotlivé zlomky najprv zapisSte pomocou kombinacnych cisel a potom

pouzitim vlastnosti kombinaénych ¢isel upravte (urcte podmienky pre n, K, r):

n! n!
D —kpk " -k bk -1)
n! 2n! n!

) oo o -1 (or e 2k —2)

g <n—nk!)-k!+<n—k+'f)-<k—1)=@*[k:}=(n: lJ

) (n_”i).rﬁ(n_rff)i.(r_l)ﬁ(n_HZ;.(r_z)=[?]+2-($J+($2J=

(AT




18.3 Rovnice a nerovnice s kombina¢nymi ¢islami.

25. Rieste rovnice s neznamou X e R:
10 12
a) CX =
4 6
6 5
b) =2-| X+
3 1

10 12
a) X =
4 6
100 _ 12!
46 " 66!
10! oy = 12-11-10!
461~ 6.5.416]
1211
X =

6-5

E:2-(x+5)+£4
33! 2

w:2x+10+2
3.2

20=2x+12
8 =2X
Xx=4



-1=8
X==3
5)
oo [ {s)
0
g 7

x* —X ; =0

TV TR ]
, ., 8T 43

4.3 T

+ ./ +

x*—x-2=0 xlzzl_\lJr8:1_3:>x1 ~1AX, =2
2 ' 2
X*=x-2=0

o [0 2(5 5. e s (35

podmienky, ze X>2.

! I
a*-2-6- a——7 3 _
43 32
+
a2—12a—45:0:>a1'2:12_\1:4+180:6i9:>a1=15Aa2:—3

zo substiticie:

e

=15=x-(x-1)=30= x> -~ x-30=0

( 2)
X, , = 1i211:> X, =6AX,=-5
X X!
=3= = 3= Xx-(x-1)=-6=x>-x+6=0
ety
X34 = 1£- :>x34_®

Vzhl’adom na pociato¢nu podmienku: X =6



26. Rieste rovnice s neznamou X € N:

8 8 6 6 7
X 5 X X+1 4
8 8 8 8 . o
a) =| _ |, nakol'ko =| _ |, ma rovnica dve rieSenia: X, =3AX, =5.
X 5 5 3

6 6 7
b) + = , vyuzijeme vlastnost’ kombina¢nych ¢isel:
X X+1 4

EHkZJ:(Eiﬂj@{xil}(xilj : @:@ potom. nesa

7 7y (7) x+1=4
= =, =X, =3AX, =2
x+1) \4) \3) Xx,+1=3 '

10 .., _ o 10} (10
c) =45. Cislo 45 je kombinacné ¢islo 5 v 8 =X, =8AX,=2.
X - -

27. Rieste rovnice s neznamou X e R:

x) (x+1)

a) + =25

2 2

b) Xj+(x_3j=2x—3
1 X—4

X—1 X—2
2 x—B)_Z(x—J:O

rovnica dostava tvar:



o 5] -2
AN Y

X X+1 .
a) [ j+( J:ZS,podmlenka: X>-1

2 2
X! (x+1)
+
2L (x=2)  24x—-1)
x-(x=1)+(x+1)-x =50
x* —x+x* +x=50
2x* =50=>x=5

=25

-3
b) (Xj+[x j: 2x —3, podmienka: x >4
1 X—4

X+X—-3=2Xx-3
2X—3=2x-3=>XxeZ";x>4

(x—3p2 ° (x—4p2

(x=1)-(x-2)-2:(x-2)(x-3)=0
(x=2)-[(x-1)-2:(x-3)]=0
(x=2)-(-x+5)=0=>x=2AXx=5

Vzhl'adom na pociato¢nua podmienku je rieSenim len ¢islo X =5.

><



d)

f)

X+6 X+4 5 .
2- — =4+ |- x, podmienka: x > -2
X+4 X+2 2

(x+6)  (x+4) 51
(x+4k2 (x+2p2 _4.3'2+T3!'X

(:+6)-(c+5)— - (x+4)-(x+3)= 24+ 10

X’ +11x+30—;-(x2 +7x+12)=24+10x

2X2 + 22X+ 60— x? —7x—12 = 48 + 20X
x? —5x=0
X-(x-5)=0=x=0Ax=5

X+1 9) (x+1 4) (x+1 .

( }{ j( J—( j( le,podmlenka: x>1
X+1 3 X 3) (x-1
1+10~(x+1)—4.;x~(x+1)=1

1+10x+10-2x%> -2x-1=0
—2x?+8x+10=0
4+.16+20 4+6

X2 —4x-5=0=X,, = 5 ) = x=5Ax=-1

Vzhl'adom na pociato¢nli podmienku je rieSenim len Cislo X =5.

o[ ()2 o )
5-(x+8)—x=2-1-(x +1)-

5X + 40 — X = 2x% + 2X
2x2 —2x—-40=0

X
( j , podmienka: x>1
x—1

1+.1+80 1+9
2 2
Vzhl'adom na pociatocnli podmienku je rieSenim len Cislo X =5.

X2 =x-20=0= X, = S X=5AX=—4




0[] uoa (T e
x2 -11= 2-{(x—1)+;-(x—z)-(x—3)]1

X2 —11=2Xx—-2+Xx*>-5x+6
X=15=x=5

1 7
h) ( X j+(x+ j:l.{ﬁ_( H,podmienka: X>3
X—3 Xx—-2) 3 4

X! (x+1p 1 (Xs_wj

(x—3)3 " (x-2)3 3 4.3
X
X

(x=1)-(x=2)+(x+1)-x 2.(x* - 35)
-(x—l)-(x—2+x+1):2x —70:(x —x)-(2x-1)=2x* 70
1+.1+280 1+29

X —x-70=0=>Xx,, = = = x=5
’ 2-3 6 B

28. Rieste nerovnice s neznamou X e R:

X—2
a) ]+324x
X—4

1
b) X j+2x<50
X

o (10
o (1)
o (e

f) 6-()( 3) (x+3) < X+2—6-(X+Zj

2 2



X—2
[x 4J+32 4x, podmienka: x>4

(x—2)
m+324x
(x—2)-(x—3)+6>8x
x> —5X+6+6-8x>0

+./169 — +
x2—13x+1220:x1'2:13_\169 48:13511:x1:12/\x2:—1

2
(x-12)-(x+1)>0=>x-12>0AX+1>0vX-12<0AX+1<0

X>212A xX=>2-1v XxX<12A x<-1
XeZ :x>4 A X>12 A x<-1 =
Xx>12

X+1 .
( j+2x <50, podmienka: x>0
X
X+1+2x <50

X<L;9:16,3:>X=0,1,...,16

X+4 X—4 .
( ) jz( ) j,podmlenka:x26

(4 2):(x+3)> - (x-4)-(x-9)
X2 +7x+12> x* —9x + 20
16x>8

x2£:>x=6,7,...
2

x+1) (x) (8 .
j—( J( J£44,podm|enka: x=1
x=1) (x)\5

|
1-(x+1)-x—is44
2 513!
x?+x-112-88<0

-1+-/1+800

X2 +x-200<0=> X, :f;13,65:> x=12,...13



X X+2 X+4 .
e) 2) ( j ( ) jsloo,podmlenka: x>0

S (XD (x 2)- (e D4 (x+ 4)-(x+3) <100

X2 =X+ X2 +3X+2+ X% +7x+12 <200
3x%+9x-186<0

-3+./9+248

X?+3x-62<0= Xy, :f:x:6,5/\x:—9,5

Vzhl'adom na pociato¢ni podmienku je rieSenim X =2,3,4,5,6.

3 2
f) 6-[)(; ]—(x+3)3sx+2—6-[xg ),podmienka: X > -2

2
6_(x+3)!_(x+3)3<x+2_6_(x+2)!

3-x! B 2L.x1
(x+3)-(x+2)-(x+l)—(x+3)3sX;2—3-(x+2)-(x+1)
X+3) X +3Xx+2—-X"—-6Xx-9)< —3X°+3x+2

2 2 XZZ 2
X+3)(=3x=-7)< —-3x“-9x -6
(+3)-(-3x-7)< *> 2
_3x?—16x-21< X2 3¢ _ox_6
—16x—21gX;2—9x—6
_7x_15< X*?

—14x-30< x+2
—16x<32
X>2=>x=234,...

29. Rieste rovnice a nerovnice s neznamou X e R:

WL B G L (W R
o (7R




4x+2 3x 2x+1 5X 5X . 2
a) ( j+( j—( }:5-{[ j+( ﬂ,podmlenka:xz

4x 3x—2 2X 1 5X 3

(4x+2p, (3« —(2x+1)=5-(5x+1)

(4x)2!  (3x—2)-2!

(4x+2)-(4x+1)+3x-(3x—1)—2-(2x +1)=10-(5x +1)

16x% +12Xx 4+ 2 +9x* —3x —4x—2 =50x+10

25x? —45x-10=0

5x2 ~9x—2=0= X, =9i\/fé+4o =9lioll:>X=2/\X=—é

Vzhl'adom na pociato¢nti podmienku je rieSenim len ¢islo X = 2.

3x-3) (3x-3 -
b) [ Xl JJ{ X2 j>3X23,podmienka: Xx>1

3 34 (3x —3) L3-8/,
213x-5) " 2
2-(3x—3)+(3x—3)-(3x—4)>3x -3
1

(3x—3)-[2+(3x—4)]>3x -3 ‘a3

3x-2>1
X>1=x=234,...

30. Rieste nerovnice a rovnice s neznamou X e R :

JUE o[[2] -+ e
(L) el

8 8
a) ( )<2~[ j,podmienka: X<8
X X—1

8 _, 8
XLB-x)  (x=1)9—x)
(9—x)!<2. X!

B-x)  (x-1)
9-x<2-X

9<3Xx=x>3=x=456,78



b)

d)

7 7
( Jsz-[ j,podmienka:XSG
X+1 X

no_, 7
(x+16-x) " xM7-x)
7-x<2-(x+1)

5£3x:>x22:>x=2,3,4,5,6

x\]° X .
K ﬂ —5-( ]—G:O,podmlenka: X>2
2 2

. . X
Zavedieme substiticiu: [ZJ =a

+./ +
a’-5a-6=0=a,, =5_x225+24 =5;7:>a:6/\a:—1

X —G:L—sz-(x—l)—lzzxz—x—12—0
2) 7 (x-2p2 - -

141448 147

X; 5 > > =X, =4AX,=-3
X X! 2
=1l " =-1=x-(x-1)=2=x"-x+2=0
2 (x—2)p2!
1+.1-8
34 = %:3 X34 =9

Vzhl'adom na pociato¢ni podmienku je rieSenim len Cislo x =4 .

2
HXH —5-()()!—6 =0, podmienka: x >2
2 2

) o X
Zavedieme substittciu: [ZJ!= a

 5+./25+24 547

a’-5a-6=0=a, =
’ 2 2

(X)!=6:>(Xj!=3!:>)(=3:>x=6
2 2 2 =

(X)!;t 1 x=0
2

= a=6ra=-1




31. Vypocitajte celé ¢isla X, y tak, aby boli rieSenim sustavy:

» (5=

2x—-3y—-3=0

X+ 2 X+1
b) [ J:( J=5:4
y+2) \y+1

X:y=4:3

x-1 X X+1
d) J: j{ ]:5:&7
y y+1) (y+2

X x—1 X! (x—1) X

a) :2( }:> =2- = - =2=>X=2y
(yj y=1) " yHx-yp o (y-1Hx-y} Ty
2x—-3y—-3=0
2-(2y)-3y-3=0
y=3=>x=6




b)

X+2 X+1
5:4
(y+2} (y+1]

+2)  (y+Dx-y) 5

L~
‘<

+2

Fx-y)  (x+1)

4

< | x
Il
N WA

)-(x+1) (y+1)_5

I~~~
< "<
+ |+

N

)-(y+1) (x+1) 4

X < | X
+
'\’oo\.h

<
+
N

= x=1y
3

:i:>x+2:i@+2)

:y+2=j(y+2)/12

16y +

24 =15y +30

y=6=x=38



Hi s

3

Xx-1 X—2 3
: =1+—
Al

X (y-1Hx-y)_8

yHx—yp  (x-1) 5
(x=1p  (y-2kx-yy_7
(y-1px-y}r  (x-2) 4
X-(x-1p (y-1)_8
y-(y-1} (x-1} 5
(x-1)-(x-2) (y-2§ _7
y-1)-(y=2) (x-2) 4
X 8
y 5
x=1 7
y-1 4
8
x_gy
.
x—lzz(y—ﬂ
8 7
5-y—1:4f(y—1b/20
32y -20=35y-35
3y=15=y=5=>x=38




S
X;lj:(yiljzm

X X+1

y+l:(y+2 =6:7

(x-1¢  (y+1x-y-1) 5
yHx —1-y) X! 6

X! (y+2Mx+1-y-2) 6

(y+1x—y -1} (x +1) 7

vl ox-(x-11 6
Xt (y+2)-(y+1) 6
(y+1)  (x+1)-x 7
y+1 5
X 6
y+2 6
Xx+1 7

5
+1=—-X
y 6

:>y+2:3(x+ﬂ:>y:$(x+ﬂ—2

6-(x+1)—2+1:5-x/42
7 6

36X +36—-42 = 35x
X=6=>y=4



18.4 Pravidlo kombinatorického suéinu

32. Jana mé péat’ roznofarebnych tri¢iek a tri rézne sukne. Kolkymi sposobmi si

moze vziat’ tricko a suknu, aby vzdy vypadala inak?

5.3=15

33. Do tanecnej prislo 32 chlapcov a 34 dievcat. Kol'ko roznych tane¢nych parov
moézu vytvorit? Za predpokladu, Ze prvy par je zadany, kazdy par spolu
tancuje 1 minutu a d’al§ia vymena trva 5 sekund, vypocitajte, ako dlho by

musel trvat’ tane¢ny vecer, aby sa vSetci v paroch vystriedali.

32-34 =1088 parov,

1088 min+1087 -55 =1088 min+5435s =1178 min+ 35s =
=19hod+ 38 min+ 35s

34. V reStauracii maji na jedalnom listku 3 druhy polievok, 7 moZnosti vyberu
hlavného jedla, 4 druhy muénikov. Na pitie si moZno objednat’ kavu,
malinovku alebo dzus. Kolkymi spdsobmi si host moze vybrat obed, za
predpokladu, Ze bude jest’

a) len polievku a hlavné jedlo,
b) polievku, hlavné jedlo a d’alej si objedna napoj,

€) polievku, hlavné jedlo, muénik a napoj.

a) 3-7=21
b) 3-7-3=63
c) 3-3-7-4=252



35. V triede chodi 14 ziakov na nemcinu a 13 na francizstinu. Kazdy ziak
navstevuje prave jeden zuvedenych predmetov. Kolkymi spésobmi mozno
vybrat’ dvojicu na tyzdennu sluzbu tak, aby mal sluzbu jeden ziak z oddelenia
nemciny a jeden ziak z oddelenia francuzstiny? Kol'ko rokov by ziaci museli
chodit’ do skoly, aby sa vsetky tieto dvojice vystriedali? (Pocitajte, Ze Skolsky

rok ma 33 vyucovacich tyzdnov.)

dvojic: 14-13=182
dizka 8koly v tyzdioch: 182, v rokoch: 182:33 =5 rokov a 17 tyzdiov

36. Maminka kupila 10 rozkov a 8 zemli. Martin si zoberie bud’ rozok, alebo
zeml'u. Potom si David zoberie 1 zeml'u a1 rozok. Kedy méa David viac

moznosti vyberu, ked’ si Martin vzal rozok, alebo ked’ si Martin vzal zeml'u?

- ak si Martin zoberie rozok: 9-8=72
- ak si Martin zoberie Zemlu: 10-7 =70

Z toho vyplyva, Ze David mé viac mozZnosti (o dve), ak si Martin zoberie roZok.



18.5 Variacie

37.

38.

Kol'ko réznych prirodzenych StvorCiselnych Cisel s réznymi Cislicami mozno
zostavit’ z Cislic 1, 2, 3, 4, 5? Kol'ko z nich je delitelnych 5? Kol'ko z nich je

neparnych?

pocet rdznych prirodzenych Stvorcifernych Cisel: V ( ) ( 4) =120

41

(4-3)
4l

pocet zapornych Cisel: 3-V, (4) =3.—=3.24=72

(a-3)

pocet Stvorcifernych ¢isel delitelnych 5: V. ( ) =24

Kolko réznych prirodzenych patcifernych Eisiel s roznymi ciframi mdzeme
zostavit' z cifier 0, 2, 4, 6, 7, 8, 9? Kolko z nich je delitelnych 4? Kol'ko
Z nich je delitelnych 10? Kol’ko z nich je parnych?

pocet roznych prirodzenych pdtcifernych cisel:

V5(7)_V4(6):(7i!5)! (66!4), ; g 4320

pocet pdtcifernych cisel delitelnych 4.
Hladame cisla, ktoré koncia ciframi: 04, 08, 20, 24, 28, 40, 48, 60, 64, 68, 72,
76, 80, 84, 92 a 96. Pre tieto koncové ¢isla plati:

xxx04 - V,(5) xxx08 - V,(5)
xxx20 - V,(5) xxx24 - V,(5)-V,(4)
xxx28 - V,(5)—-V,(4) xxx40 - V,(5)
xxx48 - V,(5)-V,(4) xxx60 - V,(5)
xxx64 - V,(5)-V,(4) Xxx68 - V,(5)-V,(4)
xxx82 - V,(5)-V,(4) xxx86 - V,(5)-V,(4)



xxx80 - V,(5) xxx84 - V,(5)—-V,(4)
xxx82 - V,(5)-V,(4) xxx96 - V,(5)-V,(4)
spolu: 6-V,(5)+10-[V,(5)-V,(4)] =840
- pocet patcifernych parnych:
Hrladame ¢isla, ktoré koncia ciframi: 0, 2, 4, 6 alebo 8. Pre tieto Cisla plati:
xxxx0 - V,(6)
xxxx2 - V,(6)-V, (5
XXXx4 - V

4(6)-V4(5)
4(6)-V5(5)
xxxx6 - V,(6)—V,(5)
xxxx8 - V,(6)-V,(5)
spolu: V,(6)+4-|V,(6)-V,(5)] =1560

39. Urcte pocet vSetkych prirodzenych ¢isiel vicsich nez 2000, v ktorych zapisoch
sa vyskytuju cifry 1, 2, 4, 6, 8, a to kazda najviac jedenkrat?

St to vSetky Stvorciferné ¢isla vytvorené z danych cifier, ktoré nezacinaju
cifrou 1 [4-V,(4)] a vietky pitciferné Gisla [P(5)], t.j.:

4.V,(4)+P(5)=4-4451=4.24+120 = 216

40. Urcte pocet vsetkych prirodzenych ¢isiel vacsich nez 300 a menSich nez 5000,

Vv ktorych zéapisoch sa vyskytuju cifry 2, 3, 4, 7, 8, a to kazda najviac raz?

a4 4
4'V2(4)+3'V3(4)=4E+3'i=@



41. V triede 1.A sa vyucuje 11 roznych predmetov. Kolkymi spdsobmi mozeme

zostavit’ rozvrh na jeden den, ak sa v tento deii vyucuje 6 roznych predmetov?

|
V, (11)=E:11-10-9-8-7:332640
° 6!

42.V triede je 30 miest, ale v triede 3.B je len 28 ziakov. Kolkymi sposobmi
moézeme zostavit’ zasadaci poriadok? (V triede su tri rady po 5 lavic. Jedna
lavica je pre dvoch Ziakov.)

301 30!
st(‘?’o) = ? = ?

43. Na bezeckej drdhe bezi 8 sttaziacich. Za predpokladu, ze kazdi z medaili
ziska prave jeden sutaziaci, vypocitajte, kol'ko je moznosti na rozdelenie
zlatej, striebornej a bronzovej medaili medzi sut'aziacich.

v3(8)=§=8-7-6=336

44. Z kolkych prvkov moéZeme vytvorit 992 varidcii druhej triedy bez
opakovania?

V,(n)=992
n!
nggz
n-(n-1)=992
n>-n-992=0
., = 1+ \@ _ 1i263 3

Zaporny korenl nas nezaujima (pocet prvkov nemoze byt zaporné ¢islo).



45.

46.

Ak sa zvacsi pocet prvkov o5, zvacsi sa pocet variacii druhej triedy bez
opakovania vytvorenych ztychto prvkov o 1170. Urcte pdvodny pocet

prvkov.

V,(n+5)=V,(n)+1170
(n+5)  n!
(n+3) (n-2)
(n+5)-(n+4)=n-(n-1)+1170
n*+9n+20=n°-n+1170
10n =1150

n=115

+1170

Ak sa zmens$i pocet prvkov 0 27, zmensi sa pocet variacii druhej triedy bez
opakovania vytvorenych ztychto prvkov desatkrat. Uréte pdvodny pocet

prvkov.

V,(n—27)= Vzlf)”)

(h-27y 1 n!
(n—20)2t 10 (n-2)-2!
(n-27)-(n-28)-(n-29) _ 1 n-(n-1)-(n-2)
(n—29)-2! 10 (h-2)2

(n—27)-(n—28):110-n-(n—1)

n? 550 +756 = = -(n? —n)
10
10n% —550n + 7560 = n? —n

9n® —549n + 7560 = 0

 549+/549? ~4.9.7560 549+171
v 2-10 20

=n,=36An, =189

Rieseniu vyhovuje len celé Cislo, preto sa n =36.



18.6 Permutacie

47.

48.

49.

50.

51.

Kolkymi spdsobmi mozeme postavit 20 ziakov do radu pri néstupe na

telocvik?

P(20) = 20!

Kol'kymi sposobmi mdzeme postavit do rady vedla seba na policku 15
roznych knih?

P(15)=15!

Kolkymi spdsobmi moézeme postavit do rady na policku 10 rdznych
slovenskych knih a 5 anglickych tak, ze najprv budu knihy slovenské a vedla
nich knihy anglické?

P(10)- P(5) = 10+5!= 435456000

Kol'kymi spdsobmi mdzeme rozmiesat’ 32 kariet?

P(32)- 32

Kol'ko rdznych devitcifernych cisel sroznymi ciframi moéZeme zostavit
z cifier 1 az 9?

P(9) = 9!= 362880




18.7 Kombinacie

52. Kol’ko priamok urcuje desat’ roznych bodov v rovine, z ktorych

b)

53.

b)

54.

b)

a) ziadne tri nelezia na jednej priamke,

b) prave 6 lezi na jednej priamke?

10) (6 I 6l
C2(10)—Cz(6)+1:( j—( j+1=10'—6'+1=45—15+1=31
gL2 412! -

Korko kruznic desat’ réznych bodov v rovine, z ktorych
a) ziadne tri nelezia na jednej priamke,

b) prave 6 lezi na jednej priamke?

10) 10
C3(10)=[3j=7l3l=1@

10) (6 Il
C,(10)-C,(6)+1=| " |- =208 190 2041-101
3) 3 713 313 —

V priestore je danych 15 rdéznych bodov. Kol'ko rovin tieto body uréujua, ak
a) ziadne tri neleZia v jednej rovine,

b) prave 8 lezi v jednej rovine?

= - 455,
12t3 3.2

c,(15)= (15] 15! _15-14-13 _

3

15 8 ] I
c,@5)-c,@)+1=| 2| S| ~ & L 1_455-564+1-400.
3) (3) 12t3 53 —



55. Je dany Stvorec KLMN. Na kazdej strane $tvorca zvolime 8 vnutornych bodov.

b)

a) Urcte pocet vsSetkych trojuholnikov, ktorych vrcholy lezia v danych
bodoch.

b) Uréte pocet vSetkych trojuholnikov, ktorych vrcholy leZzia v danych
bodoch akazdé dva vrcholy jedného trojuholnika lezia na rdznych

stranach Stvorca?

Ak dva vrcholy lezia na jednej strane a treti vrchol na inej strane, mame na
vyber takychto dvoch stran C, (4) Na dvoch strandch mdzeme vytvorit
8-C, (8) trojuholnikov. Dokopy je takychto trojuholnikov 8-C2(8)- C, (4)

Ak sa vSetky tri vrcholy nachédzaji na réznych stranach, mame na vyber
troch stran C,(4) ana kazdych takychto troch stranich moZeme vytvorit' 8°

trojuholnikov.

Dokopy mame teda moznosti:

8-C2(8)-C2(4)+C3(4)-83:8-(8)(4J+(4]-83:8 Y T

62 22 3
—8.28-6+4-8° =4736

Ak sa vSetky tri vrcholy nachddzaji na réznych strandch, mame na vyber
troch stran C, (4) ana kazdych takychto troch stranich mézeme vytvorit 8°

trojuholnikov.

4 |
C,(4)-8° =[ j-83 _ ¥ g7 _4.8° = 2048
3L —



56. Je danad kocka KLMNOPQR. Na kazdej hrane kocky zvolime 8 vnutornych

b)

bodov.

a) Urcte pocet vSetkych trojuholnikov, ktorych vrcholy lezia v danych
bodoch.

b) Urcte pocet vsetkych trojuholnikov, ktorych vrcholy lezia v danych

bodoch a naviac trojuholniky leZia na povrchu kocky?

Ak dva vrcholy lezia na jednej hrane kocky, vyberame z dvanéastich hran dve,
tj. mame V, (12). Na tychto dvoch hrandch moézeme vytvorit 8-C, (8)

trojuholnikov. Spolu ich teda bude:

121 8
V2(12)-8-C2(8)=8-ﬁ-ﬁ=8-12-11-4-7 = 29568

Ak kazdy vrchol trojuholnika lezi na inej hrane, mame na vyber tychto troch

hran C,(12) ana tychto troch hranach vytvorime 8° trojuholnikov. Spolu ich

I
= 12 512 =112640.
o3

teda bude C,(12)-8°

Dokopy bude trojuholnikov:

V,(12)-8-C,(8)+C,(12)-8° = 29568 +112640 = 142208

Ak vrcholy leZia na dvoch hranach, mame k jednej hrane (aby trojuholniky
lezali na povrchu) Sest’ prisluchajucich hrén, t.j. 12-6-8-C,(8)=16128.

Ak vrcholy lezia na troch hranach (vSetky sa nachddzaji na jednej stene kocky
a stien je Sest): 6-C,(4)-8° =12288.

Spolu ich teda je: 12-6-8-C,(8)+6-C,(4)-8° =16128+12288 = 28416



S7.

58.

59.

60.

Urcte pocet uhlopriecok v konvexnom n-uholniku.

Pocet uhloprieCcok vypocCitame ako pocet vsSetkych priamok (tseciek),
uréenych danymi n bodmi C,(n) a odpoéitame n useciek (priamok), ¢o je n

stran daného n — uholnika.

1 (n— 2 _n- 2 _
c,(m-n=_ M _n:n(n 1)_n:n n-2n _n’-3n
2 (n—2) 2 2 2
V triede je 30 ziakov. Kolkymi spdsobmi mdzeme vybrat Styroch na

vyskuSanie?

Vyberame Styroch ziakov z tridsiatich, na poradi vyberu nezalezi, preto ide
0 kombinécie Stvrtej triedy z tridsat’ prvkovej mnoziny bez opakovania:

300 30-29.28-27
C4(30):4!-26!: 4.3.2.1

=5.29.7-27 =27405

Na beZeckej trati bezi 8 sutaziacich. Do findle postupuju prvi traja. Kol'ko

moznosti je na postupujucu trojicu.

8l
C3(8)=ﬁ:8'7:5£

Kol'kymi spdsobmi mdZeme rozdelit’ 12 hracov na dve Sest¢lenné druzstva.

121 12.1110.9-8-7
06(12)=6!.6!= 6-5-4.3-2

=1211.7 =924



61.

62.

63.

64.

Kolkymi spdsobmi moézeme 4 dievcéatd a8 chlapcov rozdelit na dve
Sest¢lenné volejbalové druzstva tak, aby v kazdom druzstve boli dve dievcata

a Styria chlapci.

4 8
C2(4)-C4(8)=ﬂ-ﬂz2-3-7-2-5=@

Test prijimacej skusky sa sklada z 10 otdzok z chémie, z 10 otdzok z bioldgie
az 10 otazok z fyziky. V kazdom predmete je vyberané z 200 navrhnutych

otazok. Kol'ko je moznosti na zostavenie testu?

3 200! : 200-199-198-197-196-195-194-193-192-191 s
[ClO(ZOO)] = =
190110! 10-9-8-7-6-5-4-3.2-1
=199.22.197-28-65-97-193-4-191

Kolkymi spdsobmi m6Zeme zo skupiny 10 dievcat a 5 chlapcov vybrat’ trojicu

Vv ktorej st dve dievcata a jeden chlapec?

5-C,(10)=5-45=225

V skupine je 20 deti, kazdé¢ dve deti maju iné meno. Je medzi nimi Alena
a Jana. Kol'kymi sposobmi moZeme vybrat’ 8 deti tak, aby medzi vybranymi

a) bola Jana,

b) nebola Jana,

c) bolaJana aj Alena,

d) bolo aspon jedno z dievcat Alena, Jana,

e) bolo najviac jedno z dievcat Alena, Jana,

f) nebola ani Jana, ani Alena.



65.

66.

V krabici je 10 vyrobkov, z ktorych st prave tri chybné. Kol'kymi sposobmi
moézeme vybrat’ 5 vyrobkov tak, aby

a) ziadny nebol chybny,

b) prave jeden bol chybny,

C) najviac jeden bol chybny,

d) prave dva boli chybné,

e) najviac dva boli chybné,

f) aspon dva boli chybné.

=21

Cs(7)=21
C,(7)=105
C4(7)+3-C,(7)=21+105=126
C,(7)-C,(3)=35-3=105
C,(7)-C,(3)+3-C,(7)+C4(7)=105+105+21= 231
C

C;(7)-C,(3)+C,(3)-C, (7)=126

Kolkymi sposobmi mézeme 20 deti rozdelit’ do troch skupin tak, aby v prvej

skupine bolo 10 deti, v druhej skupine bolo 6 deti a Vv tretej zvySné deti?

C,,(20)-C,(10)-C,(4)=184756-210-1= 38798760



67. Zkolkych prvkov modzeme vytvorit 990 kombinacii druhej triedy bez
opakovania?

C,(n)=990
n!
=990
2t (n-2)
n-(n—1)=1980
n?-n-1980=0=n,, _1+1+4-1980 1489

= n=45
2 2

68. Ak sa zviacsi pocet prvkov o 4, zvacsi sa pocet kombinacii druhej triedy bez

opakovania vytvorenych z tychto prvkov o 30. Uréte povodny pocet prvkov.

C,(n+4)=C,(n)+30
(h+4) _ n +30/2
2L n+2)  24n-2)
(n+4)-(n+3)=n-(n-1)+60
n>+7n+12=n°-n+60
8n =48

n==6

69. Ak sa zvacsi pocet prvkov o 15, zvacsi sa pocet kombindacii druhej triedy bez

opakovania vytvorenych z tychto prvkov trikrat. Urcte povodny pocet prvkov.

C,(n+15)=3-C,(n)
(n+15) n!
2(n+13)  24n-2)
(n+15)-(n+14)=3-n-(n-1)
N +29n+210=3n° -3n

* +
n?-16n-105=0=n,, _16+/256+420 _16+26 -

n=21
2 2 —_—




18.8 Variacie, kombinacie — rovnice.

70. Rieste rovnice a nerovnice s neznamou X € N :

a) V,(x)=56
b) V,(10)=30240

o v (>\</)5+(;/)5 (<) _1q

a) V,(x)=56, podmienka: x> 2

|
X _56

(x—2)

x-(x-1)=56

d) 18-C,(x+1)=5-Cs(x+3)
e) 2-C,(x-1)=10-(x-2)

Ci(x)+C4(x) 2
D =c.x+1) 3

X? —x-56=0=X,, = 5

b) V, (10)=30240

_1:1+456 _1%15

2 -



c)

d)

V7 (x)+Vs(x)
Vs(x)

X! X!

(x-7)" (-5 _,

X!

=13, podmienka: x>5

((X 5))"
X-5
(x=7)

(x-5)-(x—6)=12
x? —11x+30-12=0

11+-121-72 11+7

x* -11x+18=0=> X, = = =x=9
' 2 2 B

18-C,(x+1)=5-C,(x+3), podmienka: x>3
(x+1p  _ (x+3)
a3y s(x-2)
(x+1)-x-(x—1)-(x—2)=5.(x+3)-(x+2)-(x+1)-x-(x—l)
4.3.2-1 5-4.3-2-1
18-(x—2)=(x+3)-(x+2)
18x—36 = X* +5x+6

18-

13+-/13° -4-42 13+1

X2 —13x+42=0=>X,, = 5 == =X =7TAX,=6

2-C,(x-1)=10-(x~2), podmienka: x>3
P e TP,
21(x—3)
(x-1)-(x—2)=10x-20
x> —3x+2-10x+20=0

134132 -4.22 1349

X2 —13x+22=0=>x,, = 5 == =x=11




Cs(x)+Cs(x) _ 2. podmienka: x> 6

f)

C,(x+1)
5!-(xx-— 5) " 6!o(xx-— 6) 2
(x+1) 3
4(x - 3)
X oox 2 (x+1) Y
5L (x—5) 6Mx-6) 3 4(x-3)
A 2 (x+1) S
5.-(x-5) 30-(x-6) 3 (x-3)
6-x! X! (x+1)

(5E (61 (x-3)

BX(x —1)(x —2)(x —3)(x — 4)+ x(x —L1)x = 2)(x = 3)x = 4)(x —5) =
=20(x +1)x(x -1)x - 2)
6-(x—3)-(x=4)+(x=3)-(x—4)-(x=5)=20-(x +1)
(x—3)-(x—4)-(6+x-5)=20-(x+1)

x> —7x+12-20=0

7+449+32 7+9
= = X=8

2 2 .

x

X?-7x-8=0=x,, =



18.8 Variacie, permutacie, kombinacie s opakovanim.

71.

72.

73.

74.

Kol'ko zna¢iek Morseovej abecedy mozeme zostavit z bodiek a ¢iarok, ak

vytvarame skupiny z jedného az Styroch prvkov?

pre jeden prvok: V,(2)=2'=2

pre dva prvky:  V;(2)

pre tri prvky:  V/(2)=2%=

pre $tyri prvky:  V,/(2)=2* =16
2

spolu: +4+8+16=30

Kolko patcifernych ¢isel mozeme zostavit’ z cifier 2, 3, 4, 6, 7, 9, ak sa cifry

mozu opakovat’?

V/(6)=6° =7776

V krabicke je 10 farbiciek, z toho 4 rovnaké cervené, 3 rovnaké modré, 2
rovnaké zlté a1l zelend. Kol'kymi spdsobmi mozeme farbicky v krabicke

usporiadat™?

I
10 =12600

P4’,3,2,1 (10) - 43200 —

Kolkymi sposobmi moézeme kupit' v predajni 5 zoSitov, ak maji tri druhy

zoSitov v dostatonom mnozstve?

oo



75.V cukrarni maji 5 druhov zakuskov Vv dostatoénom mnozstve, Kolkymi

spdsobmi si mozeme kupit’ osem zakuskov?

5+48-1) (12) 12
i) =" =[] 12 _ges
8 8) g4



18.10 Binomicka veta

76. Vypocitajte:

a) (1+/2f ¢) (x+-/x) e) (at/a-3f

e afel] ol
a) (1+\/§)5 =

S B S o ERR B R R B E

+@-11 (2) +@.1° (2f =

=1-1-1+5-1-./2+10-1-2+10-1-2- -2 +5-1-4+1-1- 4. .5 =
=1+5-/2+20+20-/2+20+4-/2=41+29-./2

e e s e
RN

~1-6-23/3+15-(223) —20-(22/3 +15-(- 23() —6-(23/3) +1-(23/3) =
~1-12/3+15-4-(3/3) —20-8-3+15.16-3-3/3-6-32-3-(/3) +1-64.9 =
~1-12%/3+60- (/3 —480+720-3/3-576- (/3] +576 =
=97+708-3/3-516-2/9

C) (X+ x/;)4 =

(P [ et e e o e -

=1-X* 144 %3 X +6- X2 X+4-X-x/x+1-1-x% =
=x* 44 X +6-x°+4-x% - x +x?




5 4 3 2
B S TRV O A o I A ) I A A
0 1) 2y (2) 4y* (3) 8y® |4) 16y*

4 3 2
:y5_5.L+10. y —-10- y 5. y 1

y

+ =
2y 4y? 8y* 16y* 32y°

:y— .y +i.y_ . +

s 5.,3,5,.51,5 1
2 2 4y 16 y° 32 y°

e (axﬁ 3

-G

=a’-9-a° -f7+2Ta:\a—27

) [\/T ‘\F T:

. . . 3
nm\ \f(j_ll(;j
=i£_57f 10 1o \F F
n® \/n n* ./m \n

2 2
\W-[mg—sfuol—mhsz-”J
n n n

m m?> md

{

5
5

].

32y°



77. Umochnite:

b) (Za— lzjs —(2a+
a

|

s

a) (2+

~ —
/ \ <
175 \
n < 1;5
| <
— ~— — o
~ - — |
° QY o I
N N N
2. / \ <t
— < N N
N ~— S +
— + I + N
TN,
VR
~— + ] o~ o~ ©
n_l < — 17/ —
< P < —
- VR \ Z
T~ lE | | — .
- | < : — o o
< ~— ) 0. o Il
: 2 > =
N— o o~ ~ " Ve N
s A = R
O S DR
I | —- ¥ < T —
< < e s Y — 7
e N N T AN \ + + c— PN
R A e R
| e e el R NI
TN N < < . ©
O AN I _ [ P
+ + 1;\ ~— Y ~—— 3
< < /(|\ < - ~ 6
4 N7 N o o~ o~ o~ 7 N o
SR LS S N — — — NI
< ~~—
- L N
+ + o v o ~ ~
N N < o
+ + + Il Il
©



3
- gt a2 a? + a’ +
5 , (1Y (5 (1Y (5 o (1Y
+| _|-(2a) | = | + A(2a) | 5| +|_|-2a) | | |=
e (&) o5 ear (&) o5y (&
=—2~(5-16-a4-12+10~4-a2-16+1-1-lloj=
a a a

1 1
=_2'(90'a2+40'a.4+a10j

78. Umocnite podl'a binomickej vety a aj podl'a Moivrovej vety:

a) 1+i) b) (\2-i/2)f ¢) (-2+2i/3f
a) (L+i
Binomickd veta:

@ (Jorlo)orL)or
@ o5)or-

+7-i (-1)+ 35()351 21-i+7-(-1)+1-(-i)=
=1+7-i-21-35-i+35+21-i-7-i=8-8-i

Moivrova veta:
7
. . T T . .11
+i-sin—| =8-4/2-{ COS——+1-SIn—— |=
4) I( 4 4 )

Z
=8-./2- [*TH [J 8-8-i

3
g

7
(o}
-
5



b) (J2-i-2f

Binomicka veta:

(/2-i2f =
-GNl [ b il oS iy o S o)

(2 o Juar i) o g b o 2P i -
=8-6-4-4/2-4/2-1-15-4-2+20-2-/2-2--/2 i+
+15-2-4-6-+/2-4-/2-1-8=

=8-48-i-120+160-i+120—-48-i—8=64-i
Moivrova veta:

6
(xZ—i\E)G:(2)6-(cos7f+i-sin7fj =64- (cos+| snmj
=64- cosﬁﬂ-sing =64-| cos” +i-sin” |=64- (0+i-1)=64-i

2 2 2 2
. 5
(-2+2i/3)

Binomicka veta:

(-2+2i3)f =
=[gj.(_2)5(2iﬁ)°+[ j 2)"(2i/3) + [ J 2 (2i3) +

5
+@.(_ 2)(2i3) +(4} (- 2)(2i-/3) +£5J (-2 (2i3f =
=-32+5-32-i-./3+10-32-3-10-32-i-3./3-5-32-9+1-32-i-9./3 =
=-32+160-/3-i+960—960-/3-i —1440+288-/3-i =512 —-512-/3 i

Moivrova veta:
. =) 2 2\ 2 o2 ¥
(—2+2Ix/§) :(x/(—z) +(2\E)) : cos§n+|-sm§7r =

=4° -(coslon+i-sin 107:) :1024-(cos47z+ i-sin 47;) =
3 3 3 3

_1024[ 5 i ;rj=—512—512\@-i



79. Overte, Ze ¢islo x =+/2 —i-/2 je korefiom rovnice x° —10x* —24x—-16=0.

(2-i2] -10-(/2-i/2) -24-(2-i-/2)-16 =0
SeeFCr) <[ ap et o peaaf
, @(ﬁ)z (i2) + @(@1 i) s @(ﬁ)" [i2f -

—10-[(x/§)3 —3(x/§)2(ix/§)+3x/§(ix/§)2 —(i\/i)s]— 24'(x/§—ix/§)—16=0
4../2-5-4.i-.2-10-2-/2-2-10-2-2-/2-i+5-2-4—i-4-.2 -
~10-(2-4/2-3-24i--2-3-/2.2+2-1/2 1)-24-(./2 i./2)-16 =0
—16-/2 —64-/2 -1 +40-/2 +40+/2 -1 — 242 + 242 -i-16=0

0=0

80. Kol’ko ¢lenov obsahuje binomicky rozvoj (1+2x)*°?

0Od 0 do 20, tzn. 21 ¢lenov.

81. Vypocitajte piaty ¢len binomického rozvoja (1+ y)m.

10\ .6 ,w 100 . , 10-9-8:7 .
— ,1 . :7.1. = @@ . :210
A (4} () (y) 41.6! y 4.3.2 ey

82. Vypocitajte desiaty ¢len binomického rozvoja (2a + b)ls.

15 !
A :[9)(2&)6 b* :91,56',-64-a6 -b® =5005-64-a° -b° = 320320-a° -b°



9
83. Urcte x € R tak, aby piaty ¢len binomického rozvoja (2—\&j bol rovny
X

2016.

9 ﬁ (- x) = 2016

4/ \ x A

|

9 % x* = 2016

4151 x
4032 = 2016x°
x* =2
x=2/2

84. Uréte z € R tak, aby siedmy ¢len binomického rozvoja (3{/1+ z+%1-12 )9 bol
rovny 63.

o) b b= -

;;.(u z)-(1-2)=63
84-(1-2%)=63
, 63 3
T84 4

:Z2

1-z

NS

=t

N
N |-



85.

86.

87.

88.

b)

Ktory ¢len binomického rozvoja (5 — 2m)7 obsahuje m*?

.
A, =[4j~53 -(2m)* =35.125-16-m* = 70000 - m*

- piaty ¢len

Ktory ¢len binomického rozvoja (y2 +y! )9 obsahuje y*?

9
Ae=(5j-y8-y5=126-y3

- Siesty Clen

12
Ktory ¢len binomického rozvoja [22 ++/c j obsahuje vyraz \/T3 ?
c c

12) (2 ) o 8 Je 1
= J5 0 (e) =220- 5 .¢* - Jc =1760- " =1760- =
A MU e =220-g ot Jo<ae0- s =1760- 7

- desiaty ¢len

Vypocitajte taky ¢len binomického rozvoja, ktory neobsahuje a:

8 Ba-a?f’ b [% + j

e[S ] (o s e s

1
ax/g

¢len bez a neexistuje



89. V binomickom rozvoji (+ (J najdite ¢len, ktory

i

a) neobsahuje x, b) neobsahuje y.

10 4
14 2 Ly 20 2
2 AS:( (2 (NJ 1001 202X V! jonon L
4 X X y

Jy 5

y
14) (22 (Jy) 128-x .y’ 1
b) As:(? | (\5) - e = 439296
X X X

i g

90. N§jdite vsetky ¢leny binomického rozvoja, ktoré su raciondlne ¢isla:

a) (/5+1f b) (/3~/5)" ) (\F - Ij

a) bude to kazdy neparny ¢len, t.j. 1,3, 5a 7. ¢len:

={7) () -

(] (5F 1557
NG —
A, = 2 (\5) =1-125=125

b) racionalne ¢leny neexistujua

c) A= ( )(()1 ( &j2=91-x4~)1(=91~x3



91. Kolko racionalnych ¢lenov obsahuje binomicky rozvoj?

a) (/223" b) (2/5 +6-2/11)

a) Racionalne ¢leny su ¢leny pre n =0, 7,13,19, 25,31, 37,43,49:
50
[P F ] crs -2

(B ey foar <(7) 2w

=) (P2 () 20
=[] (2 o <[] 2
T e
A, = 28 (2" (2] :@8)210 30
Ao =[ o | (2] (e) - [gg).zv 3

50
42

Ao = jg '(\/5)2'(_3\3)48:(50 el

b) racionalne ¢leny su ¢leny pre n =1, 25, 49:

A =(606J-(%)66 (A1 =1.2%.1=51
66) (=V2 Ay (90) L7 L.s
A25:[24j'(x/§) ) —(6}5 11

66) w8 Ay (90) s .6
A49:[48j'(\/§)1 (\/H) _[12]'5 11



92. Ur¢te ne N tak, aby pre binomicky rozvoj (l+ X)n platilo:

b)

a) koeficient u tretieho Clena je rovnaky ako koeficient u 6smeho ¢lena,

b) koeficient u treticho ¢lena je 2,5 krat vacsi nez koeficient u Siesteho Clena,
c) pomer koeficientov u stvrtého ¢lena a treticho ¢lena je 8: 3,

d) sucet koeficientov u druhého ¢lena a treticho ¢lena je 55,

e) koeficient u x* je 4 krat vii¢si nez koeficient u x°,

f) koeficient u x* je 0 152 vigsi, nez absolttny ¢&len,

g) koeficienty udruhého, treticho aStvrtého c¢lena tvoria aritmeticka

postupnost’.

koeficient u treticho ¢lena je rovnaky ako koeficient u 6smeho ¢lena,

A=Ay

N =>n=2+7=n=9
2 7 —

koeficient u treticho ¢lena je 2,5 krat vacsi nez koeficient u Siesteho ¢lena,

A=A

(ot

nf 5 n!
(n—2p20 2 (n—5)5!
(n—né)~2! _5

n! 2
(n—5)5!

5 (n-5) 5

2 (h-2) 2
-3-2=(n-2)-(n-3)-(n-4)
=n-2

4
4
n



c) pomer koeficientov u stvrtého ¢lena a treticho ¢lena je 8: 3,

A3

Blo

3!.(nn!— 3 2!-(nn!— 2) 2
K

n=10

d) sucet koeficientov u druhého ¢lena a treticho ¢lena je 55,

A, +A, =55

o)

n! n!
=55
(n—1) ’ (n—2)2
LK Gt I
2
2n+n-(n-1)=110
N +n-110=0=n,, = _li“;“m - _1§Zl —~n=10

e) koeficientu x* je 4 krat vacsi nez koeficient u X2,

A =4,

)

(=33t  (n-2)-2
(n-21_, 3

(n-3) 2
n-2=2-6
n=14




f) koeficient u x* je 0 152 vi&si, nez absolttny ¢&len,

Ay =4-A
n n

=152+
o)

|
" 141
(n-2)2

|
M 153
(n—2)2
n-(n-1)=306

+ ./ +

n?-n-306=0=n,, =1—*12+1224 =1—235 —n=18

g) koeficienty u druhého, treticho a $tvrtého ¢lena tvoria aritmetick(i postupnost’.

TR PRI TRt T
(n —né)!-sl " (n —né)!-z +d
(n- é)!~3! “(n- é)!-z T n= é)rz “(n - 1)
-3k 2 (n-2k2 (n-1)
n-(n—lgo(n—z): n-(n-1)-n
(n-1)-(n-2)=6-n-(n-2)
~1=6

5 5 S



93. Urcte ne N tak, aby treti ¢len binomického rozvoja (3&& +x7! )n neobsahoval

premennu X.

94. Ur¢te neN tak, aby piaty c¢len binomického rozvoja ( ! 5 J
AZL—L21

neobsahoval premennu z.

95. Uréte ne N tak, aby koeficient u y® v binomickom rozvoji (1+ 2y2)n bol

rovny 240.

n 4
-27 =240
4

t ”4)4I 16 = 240
n-(n=2)-(0=2)-("=3) ;¢ _ a0
4.3.2
( 1)-(n-2)-(n-3)=360=6-5-4-3




96. Urcte neN tak, aby patndsobok treticho clena binomického rozvoja

[xﬁ + :J bol ¢islo opacné k osemnasobku ¢lenu piateho.

5. A, = 8- A

-y o ()

.2-2*.12=n"-5n+6

+ . +
n? 5n-234=0=n,, :5_\/252+4 234 :5_2313

0| U1 o] Ul

n=18




97. Urcte ne N tak, aby pomer koeficientov u 6smeho ¢lena a Siesteho ¢lena v

binomickom rozvoji (1+ x&n) bol 1:21.
X

VR
~N S

).
n 21
4

N 21
(n—5)5!
(h-5) 5
(h-7y 70 21
(-5)-(-6)= ¢ - -

n>-11n+30=2
11+./121-4-28 11+3

n®-1In+28=0=>n,, = = =n=7
Y 2 2 -




98. Pouzitim binomickej vety a vety Moivrovej odvod’te vzorce pre:

a) sin 3x, cos 3x, b) sin5x, cos5x.

sin 3x, cos 3,
(cos x +i-sin x)* = cos 3x + i - sin 3x

(3 o Gosinp o3 osxsn o7 Gosx-(1-sin
+(2J -(cosx)° - (i -sin x)* = cos 3x +i - sin 3x

cos® X +3-¢c0s? X-i-sinX+3-cosX-i%-sin® x+i°-sin® x = cos3x +1i - sin 3x

cos® X +3-c0s” x-i-sinXx—3-cos X-sin® X —i-sin® x = cos3x + i - sin 3x

cos3x = cos® x—3-cos x-sin’ x/ sin x =1-cos® X
sin3x =3-cos” x-sin x —sin® x/ cos? x =1-sin® x

c0s3x = cos® X —3-cos X - (1 - cos® )
sin3x =3 (1—sin’ x)-sin x —sin° x

cos3x = cos® x—3-cos x + 3-cos® x
sin3x =3-sinx—3-sin® x —sin® x

cos3x =4-cos® x—3-cos x

sin3x =3-sinx—4-sin’ x




b) sin5x,cos5x.
(cos x +i-sinx)* = cos5x +i-sin5x

(2} ~(cosx)* - (i -sin x)° + {3 ~(cosx)* - (i-sinx)" + @j ~(cosx)*- (i -sin x)* +
o5 os s o5 cosn Gosn) o 3o s -

= C0S5X +1i-Sin5x
cos® X +5-cos* x-i-sinx—10-cos> x-sin? x—10-cos? X -i-sin> x +
+5-cosx-sin* X +i-sin°® X = cos5x + i - sin 5x

cos5x = cos® x —10-cos® x-sin? x +5-cos x-sin? x
sin5x =5-cos” x-sin x —10-cos? x-sin® x +sin° x

2
c0s5x = cos® X—10- cos® X - (1 - cos? x)+ 5 cos x- (L — cos? )

sin5x = 5-(L—sin’ x)’ -sin x=10- (L—sin® x)-sin® x + sin® x

c0s5x = cos® X—10- cos® X - (1—cos? x)+ 5 cos x- (L— 2 cos? X + cos* X)
sin5x = 5-sinx- (1—2-sin? x +sin* x)—10-sin® x- (L— sin® x)+ sin® x

cos5x =16-c0s° X —20-cos® x + 5 cos X
sin5x =16-sin®> x —20-sin® x+5-sin x

99. Pomocou binomickej vety dokazte, ze Vn e N plati:

2 0@@02
o) (o]-(3))-+or(7)-o
c) g—2@}22(2}—.”4—2)”[:}=(—1)”,
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n n 2 n n n
e) 1+| |4+| |[4°+...+| 4" =5",
1 2 n
n ny , ny . o
+ + .+ =1+
1 4 4 4" =(1+4
1 2 n
n ny , n n ny ., n
1+ 4+ |[4°+...+| 4" =1+| [+ 4" +...+| 4"
1 2 n 1 2 n

100. Pouzitim binomickej vety dokazte, ze plati:

2n

a) VneN je cislo celé cislo,

b) VneN je éislo 4" —1 delitel'né 3.



18.11 Dokaz matematickou indukciou

101. Dokazte pouzitim matematickej indukcie: Vhe N: 6‘(n3 + 5n)
a)  vneN: 6‘(n3 +5n) c) vneN :4‘(n4 +6n° +11n° +6n)
b) YneN :5‘(n5 +4n) d) VneN: 7‘(n7 —8n)

102. Dokazte pouzitim matematickej indukcie:

a  VneN:3(4"+5) d) vneN:5(8 -37)

b)  VneN:16(9™ -8n-9) e) VneN:5(2 -3)

©)  VneN:36(7"—6n-1) f) vneN: 7272 +321)

103. Dokazte pouzitim matematickej indukcie:

a) VneN:1+2+3+...+n=n.(r;Ll),

b) VneN:1+3+5+...+(2n+1)=(n+1),

c) VneN:iJr ! + ! +...+ ! - :
1.2 2:3 34 n-(n+1) n+1

d) VneN:12+22+32+...+n2:n'(n+1)'(2n+1)
6 H

2
e) VneN: 2 +2°+3° +.. . +n®=1+2+3+...n) :{n~(r;+1)} ,

f) YneN:2° 42 422423 42" =2""_1

104. Dokazte pouzitim matematickej indukcie:

a) VneN:Zn:(Zi—l):nz,

i=1

N 1 N
b) vnEN';(Zi—l)(2i+l)_2n+1’
c) VneN:Zn:(Zi—l)2 =M,

= 3

d  vneN :Zn:i(Si +1)=n(n+1),

i=1



105.

106.
107.

108.

109.

110.

Dokazte pouzitim matematickej indukcie:

1-2!+2-3!+3-4!+4-5!+m+n-(n+1)!=(n+2)!_2
22 26 2 2" 2"

YnelN:

Dokazte pouzitim matematickej indukcie: Yne N,n>5:2" >n?.
Postupnost’ je dana rekurentne: a, =3 Aa, =a, , +2n. DokazZte, pouZitim

matematickej indukcie spravnost vzorca pre n-ty ¢len a, =n® +n+1.

Dokazte pouzitim matematickej indukcie, ze pre kazdé prirodzené Cislo n

je tiez vyraz v(n) = r;: + nzz + 2 prirodzenym cislom.

Pouzitim matematickej indukcie dokazte, ze I'ubovolnu cCiastku penazi
vacsiu nez 4 koruny vyjadrenu v celych korunach mézeme zlozit' len
pouzitim dvojkorin a péatkoran.

Pouzitim matematickej indukcie dokazte tilohy 99a) 99b) a 100a) z tejto
kapitoly.
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